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Àíàëèòè÷åñêè ðåøàåòñÿ îäíîìåðíàÿ çàäà÷à î ïàäåíèè ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé

âîëíû ïî íîðìàëè íà ñòîïêó ïëàñòèí ñ àíèçîòðîïèåé õîëåñòåðè÷åñêîãî òèïà, êóäà

âêëþ÷åíà äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü, ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü, ïðîâîäèìîñòü,

ïðîâîäèìîñòü ãèïîòåòè÷åñêèõ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ. Ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì äëÿ ÷èñëåí-

íîé ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿ (êàëüêóëÿòîð).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîïêà ïëàñòèí, õîëåñòåðèêè, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, îäíîìåðíàÿ

çàäà÷à.

Àíàëèòè÷åñêàÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ïëîñ-
êîé âîëíû â õîëåñòåðè÷åñêîì æèäêîì êðèñòàëëå
(ÕÆÊ) âäîëü îñè õîëåñòåðè÷åñêîé ñïèðàëè

Îñüþ õîëåñòåðè÷åñêîé ñïèðàëè íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ëèíèÿ â ïðîñòðàíñòâå, íà
êîòîðóþ ¾íàìàòûâàåòñÿ¿ âåêòîð-äèðåêòîð n. Âåëè÷èíîé q îáîçíà÷àåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòîòà âðàùåíèÿ äèðåêòîðà.

Åñëè îñü íàïðàâèòü âäîëü Oz, òî â ëþáîé òî÷êå íåêîòîðîé ïëîñêîñòè, ïà-
ðàëëåëüíîé Oxy, âåêòîð-äèðåêòîð n íåèçìåíåí:

nx(z) := cos(qz + ϕ0), ny(z) := sin(qz + ϕ0), nz(z) := 0, (1)

Ðàáîòà â ðàìêàõ ...
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2 àâòîð

ãäå q, ϕ0 � êîíñòàíòû õîëåñòåðè÷åñêîé ñïèðàëè. Èìåííî òàêèì ïðîñòðàíñòâåí-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì âåêòîðà n è õàðàêòåðèçóþòñÿ æèäêèå êðèñòàëëû õîëåñòå-
ðè÷åñêîãî òèïà (ÕÆÊ).

Çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ïëîñêîé âîëíû â ÕÆÊ âäîëü îñè õîëåñòåðè÷å-
ñêîé ñïèðàëè â ëèòåðàòóðå ðåøàåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Ôëîêå. Çäåñü æå
ïðèâåäåí äðóãîé õîä ðåøåíèÿ (íå âñòðå÷åííûé â ëèòåðàòóðå äëÿ äàííîé çàäà-
÷è), îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ïðèåìà âðàùåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò ñèíõðîí-
íî ñ âðàùåíèåì âåêòîðà-äèðåêòîðà. Êðîìå òîãî, â òåíçîðàõ äèýëåêòðè÷åñêîé è
ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòåé, ïåðåõîäÿ îò âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ê êîìïëåêñíûì,
âûïèñûâàåòñÿ íåñêîëüêî áîëåå îáùèé ñëó÷àé (ïî ñðàâíåíèþ ñî âñòðå÷åííûìè
â ëèòåðàòóðå ðåøåíèÿìè): àíèçîòðîïèÿ ïîãëîùåíèÿ, êàê ýëåêòðè÷åñêèõ (äè-
õðîèçì), òàê è ìàãíèòíûõ êîìïîíåíò ïîëÿ, ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ïðè
èçó÷åíèè ñâîéñòâ ìåòàìàòåðèàëîâ.

Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ñðåäà îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì-
äèðåêòîðîì n, ðàñïðåäåëåííûì ñîãëàñíî (1), è ÷åòûðüìÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñ-
ëàìè: ε⊥, ε‖, µ⊥, µ‖. Òåíçîðû ε̂, µ̂ ïðè ýòîì èìåþò âèä:

εαβ := ε⊥δαβ + (ε‖ − ε⊥)nαnβ, µαβ := µ⊥δαβ + (µ‖ − µ⊥)nαnβ, (2)

ãäå nα - äåêàðòîâû êîîðäèíàòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà-äèðåêòîðà n : |n| = 1,
îïèñûâàþùåãî àíèçîòðîïèþ, δαβ - ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ãàðìîíè÷åñêîå âî âðå-
ìåíè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ñ êðóãîâîé ÷àñòîòîé ω èìååò ïðîñòðàíñòâåííóþ
çàâèñèìîñòü òîëüêî îò êîîðäèíàòû z:

H(r, t) := h(z) exp(iωt), E(r, t) := e(z) exp(iωt). (3)

Çíà÷åíèÿ h

∣∣∣∣
z=z0

, e

∣∣∣∣
z=z0

èçâåñòíû. Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà òðåáóåòñÿ

íàéòè êîìïîíåíòû ïîëÿ â ïðîèçâîëüíîé êîîðäèíàòå z â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè t.

Çäåñü îòìåòèì, ÷òî çíàê âðåìåííîé ôàçû ¾iωt¿ âûáðàí ïîëîæèòåëüíûì:
òàê, êàê åãî ïðèíÿòî âûáèðàòü â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå. Ïðè âûáîðå îòðè-
öàòåëüíîãî çíàêà: ¾−iωt¿, ïðèíÿòîãî â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå, èòîãîâûé
îòâåò ïîëó÷àåòñÿ êîìïëåêñíîñîïðÿæåííûé: Eeng = E

∗
rus, Heng = H

∗
rus.

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ õîä ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ñíà÷àëà çàäà÷à îáåçðàçìåðèâàåòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì äâóõ êîíñòàíò: ñêîðîñòè ñâåòà â âàêóóìå c̃ è íåêîòîðîé óäîáíîé
äëèíû l̃, à òàêæå íåêîòîðîãî õàðàêòåðíîãî çíà÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ẽ0.
Ôîðìóëû ïåðåõîäà îò ðàçìåðíûõ âåëè÷èí (ñ âîëíîé) ê áåçðàçìåðíûì:

E = Ẽ/Ẽ0, H = H̃/Ẽ0, z = z̃/l̃, t = t̃· c̃/l̃, ω = ω̃ · l̃/c̃, σ = σ̃ ·4πl̃/c̃, q = q̃ · l̃. (4)
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Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî ðåàëüíûå ÷àñòè êîíñòàíò ε⊥, ε‖, µ⊥, µ‖ ðàâíû ñîîò-
âåòñòâóþùèì äèýëåêòðè÷åñêèì è ìàãíèòíûì ïðîíèöàåìîñòÿì, à ñîîòâåòñòâó-
þùèå ïðîâîäèìîñòè σ â áåçðàçìåðíîì âèäå ó÷àñòâóþò â çàäà÷å â âèäå:

Im(ε⊥) = −σel⊥/ω, Im(ε‖) = −σel‖ /ω, Im(µ⊥) = −σmag⊥ /ω, Im(µ‖) = −σmag‖ /ω.

Äàëåå, â îáåçðàçìåðåííûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà:

rotH(r, t) = ε̂(r)
∂E(r, t)

∂t
,

rotE(r, t) = −µ̂(r)∂H(r, t)

∂t
,

ïîäñòàâëÿåòñÿ ïîëå (3). Èç ïîäñòàíîâêè ïðÿìî ñëåäóåò:

ez ≡ 0, hz ≡ 0,

d

dz
a = [z]a, (5)

ãäå:

a :=


ex
ey
hx
hy

 , [z] :=


0 0 −iωµyx −iωµyy
0 0 iωµxx iωµxy

iωεyx iωεyy 0 0
−iωεxx −iωεxy 0 0

 .

Êîìïîíåíòû òåíçîðîâ εα,β, µα,β èìåþò çàâèñèìîñòü ïî z, ÷òî óñëîæíÿåò
ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (5). Îäíàêî, ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð çàâèñèìî-
ñòè, â ñèëó òåîðåìû Ôëîêå, ïîçâîëÿåò èñêàòü ðåøåíèå â èçâåñòíîì âèäå [?, ?].
Çäåñü æå ìû ïðåäëàãàåì îðèãèíàëüíûé õîä ðåøåíèÿ, çàìå÷àÿ, ÷òî ìàòðèöà
[z] ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò z åñëè â âûðàæåíèè (5) çàïèñàòü êîìïîíåíòû ïîëÿ â
ñèñòåìå êîîðäèíàò, êîòîðàÿ âðàùàåòñÿ ñèíõðîííî ñ âåêòîðîì-äèðåêòîðîì (ñì.
ô-ëó (1)).

Äëÿ ïåðåõîäà âî âðàùàþùóþñÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà
ïîâîðîòà:

[z) :=


cos(qz + ϕ0) − sin(qz + ϕ0) 0 0
sin(qz + ϕ0) cos(qz + ϕ0) 0 0

0 0 cos(qz + ϕ0) − sin(qz + ϕ0)
0 0 sin(qz + ϕ0) cos(qz + ϕ0)

 , (6)

Ïðè ýòîì îáîçíà÷åíèÿ òàêîâû, ÷òî îáðàòíàÿ ìàòðèöà (z] := [z)−1.



4 àâòîð

Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèö ¾4× 4¿, ñîñòîÿùèå èç áóêâû, îòêðûâàþùåé è çà-
êðûâàþùåé ñêîáîê âûáðàíû äëÿ óäîáñòâà, ïî àíàëîãèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè êâàí-
òîâîé ìåõàíèêè: 〈bra||c||ket〉.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ êîìïàêòíî çàïèñûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ
(5) èç ïðåäñòàâëåíèÿ â äåêàðòîâîé íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â ïðåä-
ñòàâëåíèå â äåêàðòîâîé âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò:

da

dz
= [z]a → (z]

da

dz
= (z][z]a → d(z]a

dz
− d(z]

dz
a = (z][z]a →

→ d(z]a

dz
= (z][z]a+

d(z]

dz
a → d(z]a

dz
= (z][z][z)(z]a+

d(z]

dz
[z)(z]a →

→ d(z]a

dz
=

(
(z][z][z) +

d(z]

dz
[z)

)
(z]a.

Îáîçíà÷èâ

(z]a =: b,

(
(z][z][z) +

d(z]

dz
[z)

)
=: (m),

ãäå âû÷èñëåííàÿ ìàòðèöà (m) â ÿâíîì âèäå:

(m) :=

(
(z][z][z) +

d(z]

dz
[z)

)
=


0 q 0 −iωµ⊥
−q 0 iωµ‖ 0
0 iωε⊥ 0 q

−iωε‖ 0 −q 0

 , (7)

óðàâíåíèå (5) âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðèîáðåòàåò âèä:

db

dz
= (m)b, (8)

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî, â ñèëó òîãî, ÷òî ìàòðèöà (m) íå çàâèñèò îò ïåðåìåí-
íîé z èìååò èçâåñòíûé âèä:

b =
4∑
i=1

ci~βi exp(λiz), (9)

ãäå λi � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû (m), ~βi � ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðè-
öû (m), ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ci � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàí-
òû, êîòîðûå â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå íàõîäÿòñÿ èç çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé çàäà÷è (íàïðèìåð, ïðè z = 0). Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ èç
áèêâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ: |(m)−λE| = 0. Â ÿâíîì âèäå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

λ = ±i
√
η ± τ , (10)
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ãäå

η =
ω2

2
(ε⊥µ‖ + ε‖µ⊥) + q2,

τ =

√
ω4

4
(ε⊥µ‖ − ε‖µ⊥)2 + ω2q2(ε⊥µ‖ + ε‖µ⊥ + ε⊥µ⊥ + ε‖µ‖).

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû âû÷èñëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ: (m)~β = λ~β.
Âûðàæåíèå (9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

b =
4∑
i=1

ci~βi exp(λiz) := (β}{z〉c, (11)

ãäå ìàòðèöû (β}, {z〉 îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì (ïîðÿäîê èíäåêñîâ áåç-
óñëîâíî âàæåí):

{z〉 :=


exp(λ1z) 0 0 0

0 exp(λ2z) 0 0
0 0 exp(λ3z) 0
0 0 0 exp(λ4z)

 ,

(β} :=


...
~β1
...

...
~β2
...

...
~β3
...

...
~β4
...

 .

Îáðàòíûå ìàòðèöû, êàê è ðàíüøå, îáîçíà÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè îáðàòíîãî
ïîðÿäêà ñêîáîê: 〈z} := {z〉−1, {β) := (β}−1. Ïðèñóòñòâèå ñèìâîëà z â îáîçíà-
÷åíèÿõ, îçíà÷àåò çàâèñèìîñòü ìàòðèöû îò êîîðäèíàòû.

Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà b := (z]a, èñïîëüçóÿ ôîðìó çàïèñè (11),
çàïèñûâàåòñÿ âåêòîð a:

a = [z)(β}{z〉c,
èëè, îïðåäåëÿÿ äëÿ êðàòêîñòè

[z〉 := [z)(β}{z〉, (12)

èòîãîâîå âûðàæåíèå:
a = [z〉c. (13)

Èç (13) âûðàæàåòñÿ âåêòîð c ÷åðåç çàäàííûå çíà÷åíèÿ âåêòîðà a0 â òî÷êå z =
z0:

c = 〈z0]a0.
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Îòêóäà ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà a â ïðîèçâîëüíîé êîîðäèíàòå z
÷åðåç èçâåñòíîå çíà÷åíèå â òî÷êå z = z0:

a = [z〉〈z0]a0. (14)

×òî êàñàåòñÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ~β, òî ìîæíî îòìåòèòü ñëåäóþùåå: êàæ-
äîé áàçèñíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíå ñîîòâåòñòâóåò îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð.
Áàçèñíûå âîëíû îòëè÷àþòñÿ íàïðàâëåíèåì ôàçîâîé ñêîðîñòè âî âðàùàþùåéñÿ
ñèñòåìå êîîðäèíàò: ¾âïðàâî/âëåâî¿ (çíàê ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ) è ïîëÿðèçà-
öèåé (ëèíåéíîé: ¾Ox/Oy¿ (ïðè q = 0) èëè æå êðóãîâîé: ¾ïî ÷àñîâîé ñòðåë-
êå/ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè¿ (ïðè q 6= 0)) � íåçàâèñèìûõ áàçèñíûõ âîëí äîëæ-
íî áûòü ÷åòûðå, ÷òîáû îïèñûâàòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå äàííîé çàäà÷è.

Àíàëèòè÷åñêàÿ çàäà÷à ïðîõîæäåíèÿ ïëîñêîé âîë-
íû ÷åðåç ñëîé ÕÆÊ

Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Ïëîñêàÿ âîëíà ñ ÷àñòîòîé ω ïàäàåò ïî íîðìàëè íà ñëîé ÕÆÊ òîëùèíû: z1−z0,
ñ îñüþ õîëåñòåðè÷åñêîé ñïèðàëè âäîëü Oz, îãðàíè÷åííûé ñïðàâà (z = z1) è
ñëåâà (z = z0) èçîòðîïíûìè ñðåäàìè. Òðåáóåòñÿ íàéòè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå
âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, åñëè èçâåñòíû: ÷àñòîòà ω, ïîëÿðèçàöèÿ è àìïëèòóäíîå
çíà÷åíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E ïàäàþùåé âîëíû, à òàêæå çàäàíû îïòè÷åñêèå
ïàðàìåòðû ñðåä (òàá. 1).

ñðåäà ¾1¿ ñðåäà ¾2¿ (ñëîé ÕÆÊ) ñðåäà ¾3¿
zl,1 = −∞ zl,2 = z0 zl,3 = z1
zr,1 = z0 zr,2 = z1 zr,3 = +∞
ϕ0,1 = 0 ϕ0,2 = 0 ϕ0,3 = 0
q1 = 0 q2 = q q3 = 0

ε⊥,1 = ε1 ∈ R > 1 ε⊥,2 = ε⊥ ∈ C ε⊥,3 = ε3 ∈ R > 1
ε‖,1 = ε1 ∈ R > 1 ε‖,2 = ε‖ ∈ C ε‖,3 = ε3 ∈ R > 1
µ⊥,1 = µ1 ∈ R > 1 µ⊥,2 = µ⊥ ∈ C µ⊥,3 = µ3 ∈ R > 1
µ‖,1 = µ1 ∈ R > 1 µ‖,2 = µ‖ ∈ C µ‖,3 = µ3 ∈ R > 1

Òàáëèöà 1: Ïàðàìåòðû ñðåä äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò ïîëåé â çàäà÷å ñî ñëîåì
ÕÆÊ.

Ïîÿñíèì îáîçíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ (òàá. 1). Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â áåçðàçìåðíûõ
âåëè÷èíàõ (ñì. (4)). Ñèìâîëàìè zl, zr îáîçíà÷åíû êîîðäèíàòû ëåâîé è ïðàâîé
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ãðàíèöû ñðåäû. Äàëåå, ÷òî êàñàåòñÿ âòîðîé ñðåäû, ñëîÿ ÕÆÊ, òî íà÷àëüíûé
óãîë õîëåñòåðè÷åñêîé ñïèðàëè ϕ0,2 (ðèñ. ??) ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì íóëþ
âñåãäà, ïîëàãàÿ, ÷òî â íàøåé âëàñòè âûáðàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû
îñü Ox ñîâïàäàëà ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà n ïðè z = 0 (íåâçèðàÿ íà òî, ÷òî
ïî óñëîâèþ çàäà÷è ñëîé ÕÆÊ ìîæåò íå ñîäåðæàòü z = 0). Ïàðàìåòðû âòîðîé
ñðåäû íå ñíàáæåíû èíäåêñîì ¾2¿, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü çàïèñü. Êîìïëåêñ-
íîçíà÷íîñòü ïàðàìåòðîâ âòîðîé ñðåäû âûáðàíà, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü òî, ÷òî,
âîîáùå ãîâîðÿ, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äîïóñêàåò òàêèå ïàðàìåòðû: åñòü âîç-
ìîæíîñòü ó÷åñòü àíèçîòðîïíîå ïîãëîùåíèå è äàæå ¾ýêçîòè÷åñêîå¿ ïîãëîùåíèå
çà ñ÷åò ïðîâîäèìîñòè ãèïîòåòè÷åñêèõ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ, ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ
ïîëåçíûì â ñâåòå ñîâðåìåííîãî èíòåðåñà ê ìåòàìàòåðèàëàì.

Íåñêîëüêî ïîÿñíåíèé è îïðåäåëåíèé

Â ýòîé çàäà÷å ïîëÿðèçàöèÿ ïàäàþùåé âîëíû âëèÿåò íà îòâåò çíà÷èòåëüíî. Â
÷àñòíîñòè, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îò ïîëÿðèçàöèè ïàäàþùåé âîëíû (ïðàâàÿ êðó-
ãîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ èëè ëåâàÿ êðóãîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ) çàâèñÿò êîýôôèöèåíòû
îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ñëîÿ ÕÆÊ.

Ïîýòîìó çàäà÷à ðåøàåòñÿ äëÿ äâóõ ïàäàþùèõ âîëí ñ ëèíåéíîé ïîëÿðèçà-
öèåé: âåêòîð E èìååò òîëüêî x-êîìïîíåíòó (Ox-ïîëÿðèçàöèÿ) è âåêòîð E èìååò
òîëüêî y-êîìïîíåíòó (Oy-ïîëÿðèçàöèÿ). Èç ýòèõ äâóõ áàçîâûõ ðåøåíèé, ïîëü-
çóÿñü ñâîéñòâîì ñóïåðïîçèöèè ïîëåé, ìîæíî ñîáðàòü ðåøåíèå äëÿ ïàäàþùåé
âîëíû ñ ëþáîé ýëëèïòè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèåé, íàïåðåä çàäàííîé óñëîâèåì êîí-
êðåòíîé çàäà÷è.

Äàëåå íåñêîëüêî ñëîâ î âåêòîðå c. Ìàòðèöó [z〉 äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû ìîæíî
çàïèñàòü òàê, ÷òî âûðàæåíèå (13): a = [z〉c, áóäåò èìåòü âèä:

ex
ey
hx
hy

 =


e−iωρz 0 eiωρz 0
0 e−iωρz 0 eiωρz

0 −e−iωρz · ρ/µ 0 eiωρz · ρ/µ
e−iωρz · ρ/µ 0 −eiωρz · ρ/µ 0



c1
c2
c3
c4

 ,

(15)
ãäå ρ =

√
εµ, åñëè ñðåäà áåç ïîãëîùåíèÿ. Ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ìàòðèöû [z〉:

(12), âûáîð ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîðÿäêà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è, ñîîòâåòñòâåííî, ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ íàõîäèòñÿ â íàøåé âëàñòè. Äëÿ èçîòðîïíûõ ñðåä ìàòðèöà
(m) èìååò äâà ñîáñòâåííûõ ÷èñëà λ êðàòíîñòè ¾äâà¿, êàæäîìó ñîáñòâåííîìó

÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò äâà íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà ~β � ñëåäóåò âû-
áðàòü ïîðÿäîê äâóõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è äëÿ êàæäîãî ÷èñëà óïîðÿäî÷èòü äâà
ñîáñòâåííûõ âåêòîðà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìàòðèöà [z〉 èìåëà óäîáíûé âèä: (15),
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íóæíî âûáðàòü êîíêðåòíûé ïîðÿäîê ñîáñòâåííûõ ÷èñåë â ìàòðèöå {z〉 è êîí-
êðåòíûé ïîðÿäîê ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ â ìàòðèöå (β}.

Â ñëó÷àå, åñëè ìàòðèöà [z〉 ñêîíñòðóèðîâàíà â âèäå: (15), îá èíòåðïðåòà-
öèè êîìïîíåíò âåêòîðà c ñòîèò îòìåòèòü ñëåäóþùåå. Ìàòðèöà [z〉 ñîñòîèò èç
ñòîëáöîâ, ñ êîìïîíåíòàìè ïîëÿ, îïèñûâàþùèõ áàçîâûå ïëîñêèå âîëíû ñ åäè-
íè÷íîé àìïëèòóäîé ýëåêòðè÷åñêîé êîìïîíåíòû, îòëè÷àþùèåñÿ íàïðàâëåíèåì
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýíåðãèè è ïîëÿðèçàöèåé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî, ê ïðèìåðó, âåêòîð
c = (1, 0, 0, 0) îïðåäåëÿåò âåêòîð a, êîìïîíåíòû êîòîðîãî îïèñûâàþò ýëåêòðî-
ìàãíèòíóþ âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âïðàâî è ñ ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèåé Ox

(íàïîìíèì, ÷òî âðåìåííàÿ ôàçà âûáðàíà ñ ïîëîæèòåëüíûì çíàêîì). Â öåëîì,
êîìïîíåíòû âåêòîðà c ðàâíû àìïëèòóäíûì çíà÷åíèÿì ýëåêòðè÷åñêîé êîìïî-
íåíòû âñåõ áàçîâûõ âîëí â ñòðîãî îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå.

Èòàê, êîíêðåòíûé âèä ìàòðèöû [z〉 (15) íóæåí äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ âû-
÷èñëåíèé. Òàêàÿ ìàòðèöà îáóñëàâëèâàåò óäîáíûé ïîðÿäîê êîìïîíåíò âåêòîðà
c, � èç íèõ äàëåå áóäóò ñîñòàâëÿòüñÿ ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû, íàä êîòîðûìè
áóäóò ïðîâîäèòüñÿ àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè.

Äàëåå î ñâÿçè âåêòîðîâ c â ñîñåäíèõ ñðåäàõ. Íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä
îáÿçàíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè òàíãåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò ïîëÿ:

a
¾1¿(z = z∗) = a

¾2¿(z = z∗), (16)

ãäå âåðõíèì èíäåêñîì â êàâû÷êàõ îáîçíà÷åíû íîìåðà ñîñåäñòâóþùèõ ñðåä, z =
z∗ � êîîðäèíàòà ïëîñêîñòè ãðàíèöû. Â êàæäîé èç ñðåä äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, è, ñîîòâåòñòâåííî, èìååò ìåñòî ðåøåíèå (13). Ïîýòîìó
(16) ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

[z∗〉¾1¿c¾1¿ = [z∗〉¾2¿c¾2¿.

Îòêóäà ñëåäóåò ñâÿçü âåêòîðîâ c â ñîñåäíèõ ñðåäàõ:

c
¾1¿ = 〈z∗]¾1¿[z∗〉¾2¿c¾2¿. (17)

ßâíûé âèä ìàòðèöû 〈z], îáðàòíîé ê ìàòðèöå [z〉, äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû:

〈z] := 〈z}{β)(z] = 1

2


eiωρz 0 0 eiωρz · µ/ρ
0 eiωρz −eiωρz · µ/ρ 0

e−iωρz 0 0 −e−iωρz · µ/ρ
0 e−iωρz e−iωρz · µ/ρ 0

 , (18)

ãäå ρ =
√
εµ, åñëè ñðåäà áåç ïîãëîùåíèÿ.



Ñòîïêà ïëàñòèí 9

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â âûðàæåíèÿõ (15, 18) âåëè÷èíà ρ çàïèñàíà äëÿ ñëó÷àÿ
áåç ïîãëîùåíèÿ: Im ε = 0, Imµ = 0. Åñëè æå èìååòñÿ íåíóëåâàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîâîäèìîñòü σ: Im ε = −σ/ω, òî

ρ =

√
µ

r
√
2

(
ε◦
√
ε◦ + r +

σ

ω

√
r − ε◦ + i

(
ε◦
√
r − ε◦ −

σ

ω

√
ε◦ + r

))
,

ïðè

r =

√
ε2◦ +

(σ
ω

)2
,

ãäå ε◦ = Re ε, µ ∈ R.
Âîçâðàùàÿñü ê ôîðìóëå (15), îòìåòèì, ÷òî âîîáùå, èçîòðîïíàÿ ñðåäà ïîç-

âîëÿåò íàì çàäàòü ëþáûå, íå ðàâíûå íóëþ, âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ q è ϕ0. Â
÷àñòíîñòè, åñëè q ïîëîæèòü ðàâíîé äëèíå âîëíû â ñðåäå, òî ýòî ïðèâîäèò ê
áàçîâûì âîëíàì íå ñ ëèíåéíîé, à ñ êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèåé.

Ðåøåíèå çàäà÷è

Èìååòñÿ òðè ñðåäû. Òðåòüÿ ñðåäà îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî, ïðè ëþáûõ óñëîâèÿõ, â
íåé îòñóòñòâóþò âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âëåâî � ó âåêòîðà c¾3¿ ïîñëåäíèå
äâå êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ: c¾3¿ = (c31, c

3
2, 0, 0). Ïî óñëîâèþ çàäà÷è èçâåñòíà

ïîëÿðèçàöèÿ ïàäàþùåé âîëíû, ò.å. äîñòàòî÷íî ðåøèòü äâå çàäà÷è: èç ïåðâîé
ñðåäû ïàäàåò âîëíà, ïîëÿðèçîâàííàÿ ïî Ox (òîãäà íà ïåðâîì ìåñòå åäèíèöà,
íà âòîðîì ìåñòå íîëü è íåèçâåñòíûå ïîêà àìïëèòóäû îòðàæåííûõ âîëí: c¾1¿ =
(1, 0, c13, c

1
4)), èç ïåðâîé ñðåäû ïàäàåò âîëíà, ïîëÿðèçîâàííàÿ ïî Oy (òîãäà íà

ïåðâîì ìåñòå íîëü, íà âòîðîì åäèíèöà, è äàëåå íåèçâåñòíûå ïîêà àìïëèòóäû
îòðàæåííûõ âîëí: c¾1¿ = (0, 1, c13, c

1
4)).

Âûðàçèì âåêòîð c¾1¿ ÷åðåç c¾3¿, èñïîëüçóÿ (17). Âûðàæåíèå (17) íà ãðàíè-
öàõ: z = z0, z = z1:

c
¾1¿ = 〈z0]¾1¿[z0〉¾2¿c¾2¿, c

¾2¿ = 〈z1]¾2¿[z1〉¾3¿c¾3¿.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

c
¾1¿ = 〈z0]¾1¿[z0〉¾2¿〈z1]¾2¿[z1〉¾3¿c¾3¿,

èëè, â áîëåå êîìïàêòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

c
¾1¿ = 〈U〉c¾3¿, (19)

ãäå
〈U〉 := 〈z0]¾1¿[D][z1〉¾3¿, (20)
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ïðè
[D] := [z0〉¾2¿〈z1]¾2¿. (21)

Ñðàçó äëÿ äâóõ çàäà÷, âûðàæåíèå (19) ìîæíî çàïèñàòü òàê:
1 0
0 1
r11 r12
r21 r22

 = 〈U〉


t11 t12
t21 t22
0 0
0 0

 . (22)

Ïðè ýòîì ìàòðèöà 〈U〉 èçâåñòíà (20). È äëÿ ðåøåíèÿ îñòàëîñü çàïèñàòü âûðà-
æåíèÿ äëÿ âîñüìè ÷èñåë: r11, r12, r21, r22 è t11, t12, t21, t22. Çäåñü çàìåòèì, ÷òî
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì: ìû âïðàâå ñîâåðøàòü
ëèíåéíûå îïåðàöèè ñ âåêòîðàìè c � ñî ñòîëáöàìè. Ïîýòîìó ïðèíóäèòåëüíî âû-
áåðåì ñïåöèôè÷åñêèå, óäîáíûå âåêòîðû c

¾3¿: (1, 0, 0, 0) è (0, 1, 0, 0), è âûðàçèì
÷åðåç íèõ âåêòîðû c

¾1¿, ïîñðåäñòâîì (19):
u11 u12
u21 u22
u31 u32
u41 u42

 =


u11 u12 u13 u14
u21 u22 u23 u24
u31 u32 u33 u34
u41 u42 u43 u44




1 0
0 1
0 0
0 0

 ,

êîòîðîå ïðèâåäåì ê âèäó: (22), ÷åðåç ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñî ñòîëáöàìè �
íàì íóæíû åäèíèöû è íóëè ñëåâà. Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñî ñòîëáöàìè ïðî-
èçâîäÿòñÿ óìíîæåíèåì ñïðàâà íà ìàòðèöó 2 × 2. Òàê, óìíîæèâ ïðåäûäóùåå
âûðàæåíèå ñïðàâà íà T :

T :=

(
u11 u12
u21 u22

)−1
=

(
t11 t12
t21 t22

)
, (23)

ïîëó÷èì íóæíûé âèä: (22), è, êàê áû ìåæäó ïðî÷èì, ïîëó÷èì è òî, ÷òî òðå-
áóåòñÿ: èñêîìûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ t, r, ÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèöû
〈U〉.

u11 u12
u21 u22
u31 u32
u41 u42

( t11 t12
t21 t22

)
=


u11 u12 u13 u14
u21 u22 u23 u24
u31 u32 u33 u34
u41 u42 u43 u44




1 0
0 1
0 0
0 0

( t11 t12
t21 t22

)
→

→


1 0
0 1
r11 r12
r21 r22

 = 〈U〉


t11 t12
t21 t22
0 0
0 0

 ,
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ãäå (
r11 r12
r21 r22

)
=

(
u31 u32
u41 u42

)(
t11 t12
t21 t22

)
=: R. (24)

Èòàê, ïåðâûé ñòîëáåö â (22) âûðàæàåò ðåøåíèå äëÿ ïàäàþùåé âîëíû, ïî-
ëÿðèçîâàííîé ïî Ox, à âòîðîé ñòîëáåö � ïî Oy. Òåïåðü èçâåñòíû c

¾1¿ è c¾3¿, è
÷òîáû íàéòè c¾2¿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, (17).

Äàëåå, èìåÿ äâà ïîëíûõ íàáîðà âåêòîðîâ c âî âñåõ òðåõ ñðåäàõ (äâà ðåøå-
íèÿ) ìîæíî åäèíîîáðàçíî êîìáèíèðîâàòü ýòè íàáîðû äëÿ ïîëó÷åíèÿ íóæíîé â
çàäà÷å ïîëÿðèçàöèè ïàäàþùåé âîëíû: ...

ñ
¾1¿
need
...

 =

 ...
ñ
¾1¿
Ox
...

...
ñ
¾1¿
Oy
...

 Â

 ...
ñ
¾2¿
need
...

 =

 ...
ñ
¾2¿
Ox
...

...
ñ
¾2¿
Oy
...

 Â

 ...
ñ
¾3¿
need
...

 =

 ...
ñ
¾3¿
Ox
...

...
ñ
¾3¿
Oy
...

 Â,

ãäå Â � íåêîòîðàÿ åäèíàÿ ìàòðèöà ¾2×2¿, îïèñûâàþùàÿ îäèíàêîâûå äëÿ âñåõ
ñðåä ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñòîëáöîâ.

Ïî çíà÷åíèþ âåêòîðà c â ñîîòâåòñòâóþùåé ñðåäå íàõîäèòñÿ ïîëå â ëþáîé
êîîðäèíàòå z â ïðåäåëàõ ãðàíèö ñðåäû èç (13).

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîé ðàáîòå ìàòðèöû äëÿ âòîðîé àíèçîòðîïíîé ñðåäû �
[z〉¾2¿, 〈z]¾2¿, � âû÷èñëÿþòñÿ ÷èñëåííî, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè ìàò-

ðèö: èùóòñÿ ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ~β, ñîñòàâëÿþòñÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû (ïîðÿäîê ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
êàêîé-òî åñòü, íî îí íàñ íå èíòåðåñóåò íàñòîëüêî, íàñêîëüêî èíòåðåñîâàë ïîðÿ-
äîê â êðàéíèõ èçîòðîïíûõ ñðåäàõ), äëÿ êàæäîé z ∈ [z0, z1] ìàòðèöû ïåðåìíî-
æàþòñÿ, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè íàõîäÿòñÿ îáðàòíûå ìàòðèöû. Â ñëó÷àå æå
âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðîïóñêàíèÿ è îòðàæåíèÿ, ïîëå âíóòðè ïëàñòè-
íû çíàòü íå íóæíî, ïîýòîìó ìàòðèöû âû÷èñëÿþòñÿ òîëüêî â äâóõ ãðàíè÷íûõ
òî÷êàõ.
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Îòðàæåíèå è ïðîïóñêàíèå ïëîñêîé âîëíû ñòîï-
êîé ïëàñòèí ÕÆÊ

Âìåñòî îäíîãî ñëîÿ ÕÆÊ âîçìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî
÷èñëà ñëîåâ N ñ ðàçëè÷íûìè îïòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè � äëÿ ñòîïêè ïëàñòèí.

Â ýòîì ñëó÷àå ëèøü óñëîæíÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ìàòðèöû [D], ïðèñóòñòâó-
þùåé â îïðåäåëåíèè ìàòðèöû 〈U〉: (20). Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ 〈U〉 äàëüíåéøèå
îïåðàöèè äëÿ íàõîæäåíèÿ r, t âûãëÿäÿò â òî÷íîñòè òàêæå, êàê è äëÿ îäíîãî
ñëîÿ ÕÆÊ.

Àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîïóñêàíèÿ ñëå-
äóþùèé. Äëÿ êàæäîé ïëàñòèíêè ñîñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöà (m): (7). Äëÿ ìàòðè-
öû (m) íàõîäÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Èç ñîáñòâåííûõ
÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñîñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöà [z〉 íà ëåâîé ãðàíèöå ïëà-
ñòèíêè, ïðè z = zl: [zl〉 è îáðàòíàÿ ìàòðèöà 〈z] íà ïðàâîé ãðàíèöå ïëàñòèíêè,
ïðè z = zr: 〈zr]. Äàëåå âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà [D], êàê ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðîèç-
âåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö [z〉 è 〈z] â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ ñëîåâ âäîëü
Oz:

[D] = [z1Left〉¾1¿〈z1r ]¾1¿ . . . [zil〉¾i¿〈zir]¾i¿[zi+1
l 〉

¾i+1¿〈zi+1
r ]¾i+1¿ . . . [zNl 〉¾N¿〈zNRight]¾N¿,

(25)
ãäå âåðõíèé èíäåêñ îáîçíà÷àåò íîìåð ñðåäû, è êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ
ãðàíèöà zir ñîâïàäàåò ñ ëåâîé ãðàíèöåé ñëåäóþùåé ïëàñòèíêè z

i+1
l � ïëàñòèíû

âñåãäà ðàñïîëàãàþòñÿ âïëîòíóþ (ñëó÷èâøèéñÿ çàçîð èç âàêóóìà â äàííîé çà-
äà÷å ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê èçîòðîïíàÿ ïëàñòèíà � ÷àñòíûé óïðîùåííûé ñëó÷àé
àíèçîòðîïíîé ïëàñòèíû õîëåñòåðè÷åñêîãî òèïà). Äàëåå, èç (20) íàõîäèòñÿ ìàò-
ðèöà 〈U〉, âêëþ÷àþùàÿ ìàòðèöû 〈zLeft]¾0¿ è [zRight〉¾N+1¿ äëÿ îãðàíè÷èâàþùèõ
ñòîïêó èçîòðîïíûõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ ñðåä � ÿâíûé âèä ìàòðèö ïðåäñòàâëåí â
(15) è (18). Äàëåå íàõîäÿòñÿ ìàòðèöû R è T èç (24), (23). Äàëåå îòäåëüíî âû-
ïèñûâàþòñÿ âåêòîðû c äëÿ ïàäàþùåé (¾I¿), îòðàæåííîé (¾R¿) è ïðîøåäøåé
(¾T¿) âîëí, äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè (x, y):

cx,I =


1
0
0
0

 , cx,R =


0
0
r11
r21

 , cx,T =


t11
t21
0
0

 , (26)

cy,I =


0
1
0
0

 , cy,R =


0
0
r12
r22

 , cy,T =


t12
t22
0
0

 . (27)
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Ïîñëå ÷åãî, ïî ôîðìóëå (13) âû÷èñëÿþòñÿ êîìïîíåíòû ïîëÿ (âåêòîð a): ex, ey,
hx, hy. Ïðè ýòîì ìàòðèöà [z〉 äëÿ ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëíû áåðåòñÿ â
ëåâîé èçîòðîïíîé ñðåäå, îáîçíà÷àåìîé íîìåðîì ¾0¿, à äëÿ ïðîøåäøåé âîëíû
� â ïðàâîé èçîòðîïíîé ñðåäå, îáîçíà÷àåìîé íîìåðîì ¾N + 1¿. Êîîðäèíàòà z
ïðè ýòîì äîëæíà ïðèíàäëåæàòü ñîîòâåòñòâóþùèì ñðåäàì, âêëþ÷àÿ ãðàíèöû:
zLeft, zRight. Åñëè íóæíà íå ëèíåéíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ïàäàþùåé âîëíû, à êðóãîâàÿ
(ïðàâàÿ ¾r¿ èëè ëåâàÿ ¾l¿), òî ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû ïîëÿ âûðàæàþòñÿ
ïî ôîðìóëàì:

ar,I = ax,I + iay,I , ar,R = ax,R + iay,R, ar,T = ax,T + iay,T . (28)

al,I = ax,I − iay,I , al,R = ax,R − iay,R, al,T = ax,T − iay,T . (29)

Íàéäåííûå êîìïîíåíòû ïîëÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñðåäíåííîãî ïî
ïåðèîäó êîëåáàíèé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû çíà÷åíèÿ âåêòîðà Ïîéíòèíãà:

〈S(t)〉 = 〈Re[E]× Re[H]〉 = 1

4
(e× h

∗ + e
∗ × h) , (30)

èìåþùåãî â äàííîé çàäà÷å (ez ≡ 0, hz ≡ 0) òîëüêî z-êîìïîíåíòó. Âû÷èñëèâ
〈S(t)〉 äëÿ ïàäàþùèõ, 〈S(t)〉I , îòðàæåííûõ, 〈S(t)〉R, è ïðîøåäøèõ, 〈S(t)〉T âîëí,
íàõîäÿòñÿ êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ R è ïðîõîæäåíèÿ T :

Tα =
|〈S〉T,α|
|〈S〉I,α|

, Rα =
|〈S〉R,α|
|〈S〉I,α|

, (31)

ãäå α îáîçíà÷àåò ïîëÿðèçàöèþ ïàäàþùåé âîëíû. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò ïî-
ãëîùåíèÿ, A (â ñëó÷àå áåç ïîãëîùåíèÿ � ýòî îøèáêà âû÷èñëåíèÿ), íàõîäèòñÿ
èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

A+ T +R = 1.

Íà ýòîì îïèñàíèå àëãîðèòìà çàâåðøåíî.
Ñëåäóåò îòìåòèòü âû÷èñëèòåëüíóþ îñîáåííîñòü äëÿ ïëàñòèíîê ñ ïîãëîùå-

íèåì (èëè êðàéíèõ ñðåä ñ ïîãëîùåíèåì). Åñëè â ñòîïêå ïëàñòèíîê èìååòñÿ
ïëàñòèíêà ñ ïîãëîùåíèåì (σ 6= 0), òî â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïîíåíò (èìåþùèõ ìåñòî
â ìàòðèöàõ) ïîÿâëÿþòñÿ ðåàëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå çàâèñÿò îò z. È íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî ïëàñòèíêà òîíêàÿ è ïîãëîùåíèå ñëàáî, � òîëüêî çà ñ÷åò òîãî, ÷òî
ïëàñòèíêà íàõîäèòñÿ äàëåêî îò íà÷àëà êîîðäèíàò, ýêñïîíåíòà ìîæåò îêàçàòüñÿ
÷èñëåííî íåâû÷èñëèìà. Ïîòîìó èìååò ñìûñë äëÿ êàæäîé òàêîé ïëàñòèíêè ââî-
äèòü ñâîþ ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñ ëîêàëüíûì íóëåì ïî z′ âêëþ÷åííûì
â îáëàñòü ïëàñòèíêè, èëè, ñêàæåì, íà ëåâîé ãðàíèöå ïëàñòèíêè. Ýòî íè÷åìó íå
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ïðîòèâîðå÷èò: ìàòðèöû ïîçâîëÿåò ïåðåìíîæàòü íå åäèíàÿ êîîðäèíàòíàÿ îñü,
à óñëîâèå ðàâåíñòâà òàíãåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò íà ãðàíèöàõ ñðåä: (16).

Äîïîëíèòåëüíî ïðèâåäåì ÿâíûé âèä ìàòðèöû [Dk] := [zl〉¾k¿〈zr]¾k¿ äëÿ èçî-
òðîïíîé ïëàñòèíêè, ñ íîìåðîì ¾k¿, òîëùèíû dk è ïàðàìåòðàìè: q = 0, ϕ0 = 0,
µ⊥ = µ‖ = µ ∈ R, ε⊥ = ε‖ = ε− iσ/ω, ïðè ε, σ, ω ∈ R:

[Dk] =


C 0 0 iSµ/ρ
0 C −iSµ/ρ 0
0 −iSρ/µ C 0

iSρ/µ 0 0 C

 ,

ãäå

C =
eiωρdk + e−iωρdk

2
, S =

eiωρdk − e−iωρdk
2i

,

ρ =

√
µ

r
√
2

(
ε
√
ε+ r +

σ

ω

√
r − ε+ i

(
ε
√
r − ε− σ

ω

√
ε+ r

))
, r =

√
ε2 +

(σ
ω

)2
,

è åñëè σ = 0, òî ρ =
√
εµ. Ýòà ìàòðèöà ñâîáîäíà îò îñîáåííîñòè, îïèñàííîé

â ïðåäûäóùåì àáçàöå: êîîðäèíàòà z îòñóòñòâóåò ÿâíî, èìååòñÿ ëèøü òîëùèíà
ïëàñòèíû. Êðîìå òîãî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìàòðèöà ñîñòàâëåíà èç äâóõ áëîêîâ:
¾ñåðåäèíêà¿ è ¾êàéìà¿, êîòîðûå, åñëè íå îáðàùàòü âíèìàíèÿ íà ¾íóëè¿, ïîõî-
æè ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà � ýòî ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïîëÿðèçàöèÿ â èçîòðîïíûõ
ñðåäàõ ñîõðàíÿåòñÿ: äëÿ èçîòðîïíûõ ñðåä íåò íóæäû îïåðèðîâàòü ìàòðèöàìè
¾4 × 4¿, äîñòàòî÷íî ìàòðèö ¾2 × 2¿ (ðàññìàòðèâàÿ ëèøü äâå áàçîâûå âîëíû,
ðàçëè÷àåìûå òîëüêî íàïðàâëåíèåì ïåðåíîñà ýíåðãèè).

Çàêëþ÷èòåëüíûå ñëîâà ïî ¾ñòîïêå ïëàñòèí¿

Â ñòîïêå ìîãóò íàõîäèòüñÿ âïåðåìåøêó ïëàñòèíêè èç ñîâåðøåííî ðàçíûõ
ìàòåðèàëîâ è ðàçíûõ òîëùèí: èçîòðîïíûå è àíèçîòðîïíûå, ñ ðàçëè÷íûìè ïà-
ðàìåòðàìè õîëåñòåðè÷åñêîé ñïèðàëè, ïëàñòèíêè èç îäíîîñíûõ êðèñòàëëîâ è
ñò¼êîë, ñ àíèçîòðîïíûì ïîãëîùåíèåì (äèõðîèçìîì) è áåç íåãî, è äàæå ñ ýê-
çîòè÷åñêèì ïîãëîùåíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ çà ñ÷åò ãèïîòåòè÷åñêèõ ìàãíèòíûõ
çàðÿäîâ (ãèïîòåòè÷íîñòü íå ìåøàåò ìîäåëèðîâàíèþ ìåòàïîâåðõíîñòåé è ìåòà-
ìàòåðèàëîâ). Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ¾ñòîïêà ïëàñòèí¿ �
äîâîëüíî ìîùíûé èíñòðóìåíò äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîìïîçèòíûõ, ñëîèñòûõ ñðåä.

Ìèíóñà âèäèòñÿ äâà: îãðàíè÷åíèå ïî óñëîâèþ (çàäà÷à îäíîìåðíà è âåêòîð
n îáÿçàí ëåæàòü â ïëîñêîñòè Oxy) è ìíîæåñòâåííîå ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö (÷òî
çàòðóäíÿåò àíàëèòè÷åñêèé âûâîä îòâåòà â ÿâíîì âèäå è, ñîîòâåòñòâåííî, àíàëèç
ôèíàëüíûõ âûðàæåíèé).

Óðàâíåíèå (5), ñ êîòîðîãî íà÷àëàñü îäíîìåðíàÿ çàäà÷à, ìîæíî ðåøèòü ÷èñ-
ëåííî, íàïðèìåð ïðÿìûì èíòåãðèðîâàíèåì ìåòîäàìè Ðóíãå-Êóòòû. È ÷òîáû



Ñòîïêà ïëàñòèí 15

ïîëó÷èòü îòâåò êîíêðåòíîé çàäà÷è ñ î÷åíü áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïëàñòèí, ìî-
æåò îêàçàòüñÿ äåøåâëå, ñ òî÷êè çðåíèÿ êîëè÷åñòâà ìàøèííûõ îïåðàöèé è òðå-
áóåìîé ìàøèííîé ïàìÿòè, èíòåãðèðîâàòü ÷èñëåííî, ÷åì èñïîëüçîâàòü àíàëè-
òè÷åñêèé ìåòîä, îïèñàííûé â äàííîì ïðèëîæåíèè.
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